Musterlosungen zur Vorlesung Effiziente
Algorithmen

Frank Wiibbeling

19. Dezember 1995

Achtung: Die Losungen enthalten alle nur Ansétze, die in einer korrekten
Losung genauer ausgearbeitet werden miissen!

1 Aufgabe 1:

Seien A, B komplexe (n,n)-Matrizen. Geben Sie einen Algorithmus an, der
das Produkt AB in héchstens 3n® + O(n?) reellen Multiplikationen und Ad-
ditionen berechnet.

Losung;:

Der Algorithmus zur schnellen Multiplikation komplexer Zahlen benétigt 3
reelle Multiplikationen. Da er Kommutativitdt nicht ausnutzt, ist er auch
fiir die Multiplikation komplexer Matrizen anwendbar. Schulmethode zur
Durchfiihrung der MP komplexer Matrizen benétigt n® komplexe MP, macht
3n3 reelle MP. Seien die zu multiplizierenden Matrizen (A+ Bi) und (C+ Ds)
mit reellen Matrizen A, B, C' und D.

(A+ Bi)(C + Di) = AC — BD + i(AD + BC), und
(AD + BC) = A(C + D) + (A + B)C

(AC — BD) = A(C+ D) — (A+ B)D

Bemerkung: Der Algorithmus benutzt keine Kommutativitat und ist deshalb
auch auf Matrizen (notfalls auch rekursiv) anwendbar. Fiir jede einzelne Ma-
trixMP sind n® ADD und n® MP (reelle) notwendig, macht insgesamt 3n3
ADD und MP.



2 Aufgabe 2:

Programmieraufgabe, Abgabe 28.10.1994.

(a) Schreiben Sie ein Programm, das zwei Zahlen der Léinge n mit n?+0(n)
Rechenoperationen und 2n + O(1) Speicherplédtzen multipliziert.

(b) Schreiben Sie ein Programm zur Karatsuba-Multiplikation.

(c) Stellen Sie fest, ab welchem n (b) schneller ist als (a).

Lésung;:

Siehe Anhang. Losung in C++. Das Modul stellt einen komplexen Datenty-
pe longnum zur Verfiigung. Auf dem Datentyp sind Addition, Subtraktion,
Konversion von integer, Multiplikation und schnelle Multiplikation definiert.
Die Grenze, ab der sich eine schnelle Multiplikation lohnt, liegt ungefahr bei
16 (d.h., fiir Langen unter 16 sollten normale Multiplikationen durchgefiihrt
werden).

3 Aufgabe 3:

Zeigen Sie, daf man (n, n)-Matrizen fiir gerades n mit $n® + n? Multiplika-
tionen und 2n® 4 2n* — 2n Additionen multiplizieren kann.

Losung;:
Gesucht ist ¢;; = 37 a;;b; ;. Sei m = . Dann gilt

m

> (aig + bipm) (@iapm + big) = iy + > (@300 00m + bijbiim,;)
=1 =1

Die Berechnung der linken Seite benotigt m MP und n ADD. Die rechte Seite
benotigt n MP und m+1 ADD. Die linke Seite mufl n?-Mal berechnet werden,
macht mn? MP. Die rechte Seite mufi n mal berechnet werden (die Produkte

sind entweder unaghingig von j oder 7, macht n? MP. Weiter kommen von
links n® ADD, von rechts mn? ADD.

Bemerkung: Der Algorithmus nutzt die Kommutativitiat des Kérpers aus und
ist deshalb nicht rekursiv anwendbar.

Die Losung findet sich bei Knuth, der den Algorithmus nach Winograd zitiert
(“...ingenious...”)



4 Aufgabe 4:

Zeigen Sie, daf} eine irreduzible Darstellung einer abelschen Gruppe den Grad
1 hat.

Losung;:

Sei p eine Darstellung. Sei A € p(G) nicht die Identitét oder ein Vielfaches
davon. Dann besitzt A einen nichttrivialen Eigenraum E zu einem Eigenwert
A, denn das charakteristische Polynom besitzt iiber den komplexen Zahlen
mindestens eine Nullstelle. Sei B € p(G).

A-(BE)=B-(AE) = ABE,

also ist BE C E. E ist invarianter Teilraum von B und p ist reduzibel.

Die erste Losung wiederholt noch einmal den Beweis zum Lemma von Schur.
Einfacher gilt: Sei p eine irreduzible Darstellung. Dann gilt

p(s)p(t) = p(st) = p(ts) = p(t)p(s)-

Also ist nach dem Lemma von Schur p(s) = Agl. Diese lineare Abbildung
148t jeden eindimensionalen Unterraum invariant. Falls p invariant, so mufl
gelten dafl jeder eindimensionale Unterraum schon der ganze Raum ist, also
ist p eindimensional.



5 Aufgabe 5:

Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G und p eine Darstellung von
GinV.

(a) Zeigen Sie, dal o := Resty(p) (die Restriktion von p auf H) eine
Darstellung von H in V ist.

(b) Zeigen Sie: Falls o irreduzibel ist, so ist auch p irreduzibel.

(c) Geben Sie ein Beispiel dafiir an, daf§ o fiir ein irreduzibles p reduzibel
sein kann.

Losung;:

(a) klar.

(b) Falls es keinen Unterraum gibt, der unter den Transformationen aus o
invariant bleibt, so gibt es auch keinen, der unter den Transformationen
aus p invariant bleibt. Die Transformationen aus ¢ sind in denen aus p
enthalten.

(c) Die Diedergruppe besitzt eine irreduzible Darstellung der Ordnung 2
und eine kommutative Untergruppe der Ordnung n. Nach Aufgabe 4
ist die Darstellung auf dieser Untergruppe reduzibel.



6 Aufgabe 6:

Sei GG eine endliche Gruppe und H ein Normalteiler von G' vom Index r.
G =sHU...Us,.H sei die zugehorige Nebenklassenzerlegung von GG. Dann
gibt es zu jedem g € G eine Permutation 7(g) € S, mit gs; € sx(guH.

Zeigen Sie:

(a)

m(9192) = m(g1)7(g2)-

(b) Ist o eine Darstellung von H in dem endlichdimensionalen komplexen
Vektorraum V und fiir [ =1,...,7r

pi(g) = 0(5;(19)19307 g€G,

so gilt
pi1(g192) = Pr(g)i(91)Pi(92)-
(c) Die Abbildung p : G — GL(V"), die fiir u = (uq, ..., u,)" € V" definiert
ist durch
(p(9) - wi = pr(gy-11(9tin(g-1, L=1,...,7,

ist eine Darstellung von G in V. p heifit die von o induzierte Darstel-
lung.

Losung;:

(a)

(9192)s1 = 91(9251) € G15n(ganH = Sn(gryr(ganH.
(b)

p7r(g2)l(gl)pl(92) = U(S;(lgl)n(%)lglsn(gg)l)0(5;(192)19251)
= 0 (Sr(gu)n(g2)1919251)
= Pl(9192)

(P(9192) ~ W)t = Pr(grgs)-11(9192) Un(g1g0)-11
Pre(ga)m(g192)-11(91) Pr(g192)-11(92) Unn(g1 g2) 11
pﬂ(gl)*ll(91)Pw(gz)*l(ﬂ(gl)*lluw(ggl)(n(g;lz)

= (plg1)p(g2) - u)i



7 Aufgabe 7:

Geben Sie ein maximales System von irreduziblen, paarweise inaequivalenten
Darstellungen von D,, fiir ungerades n an. Weisen Sie nach, dafl die Darstel-
lungen wirklich irreduzibel sind, und dafl das System maximal ist.
Losung;:
Definiere:

po(d*) :=1; po(sd®) :=1

ph(dF) :=1; ply(sd¥) .= —1

wki 0 0 wh
piay = (4 o ) omstr= (<))

fir { = 1...(n — 1)/2. Man rechnet nach, daf§ die Darstellungen korrekt
definiert sind. (Achtung: Definition im Stiefel ist falsch!)

Irreduzibilitét von p;: Die Matrizen sind diagonalisierbar und besitzen keine
gemeinsamen Eigenrdume, denn p;(d) hat EV (1,0) und (0, 1), p;(s) hat EV
(1,1) und (1, —1) zu verschiedenen EW.

Indquivalenz: Die Matrizen haben, solange j < (n — 1)/2, alle unterschied-
liche Paare von Eigenwerten, sind also nicht dhnlich zueinander und damit
indquivalent.

Vollstandigkeit: |D,| =2n=1+14 (n—1)/2*4.

8 Aufgabe 8:

Sei p eine Darstellung der Gruppe G in V', M der Vektorraum der linearen
Abbildungen T von V in sich, fiir welche T'p = pT'. Sei p = c1p1+ ...+ Cpm
mit paarweise inaequivalenten und irreduziblen Darstellungen p;. Zeigen Sie:

dim(M) = Z c

Losung;:

Sei p so in einer Basis von V' in Matrizen dargestellt, dafl p die von Schur
angegebene Blockdiagonalform aus Blocken p; hat. Sei T aufgespalten wie
p. Dann gilt fiir die Blocke von T' T ;p; = p;iT;;. Nach dem Schurschen
Lemma gilt damit 7;; = 0 fiir inaequivalente Darstellungen, oder T;; =
Ai ;1 fiir aequivalente Darstellungen. Offensichtlich liegt jede Matrix, die diese
Bedingungen erfiillt, in M, und es gilt die angegebene Dimensionsformel.



9 Aufgabe 9:

Zeigen Sie, dal man die Multiplikation in C[z]/(2* + 1) mit zwei komplexen
Multiplikationen und vier Additionen ausfithren kann. Vorberechnungen auf
einem Faktor werden nicht gezéhlt.

Losung;:
Sei 2" +1 = p1po und paqq +p1g2 = 1. Dann folgt nach dem CRT sofort durch
Bildung des Restes beziiglich p; und ps

fg = (paqi(fgmodpy) + p1g2(fgmodpy))mod (2" + 1).

Setze py := z + i und p, := z — i. Dann folgt ¢, = —¢1 = 5-.
Sei f =a+ bz und g = ¢+ dz. Dann ist

fgmod(z* + 1) = ac — bd + (bc + ad)z.

Mit der Formel gilt

fgmod(z* +1) = —2%,(2' —i)((a+bi)(c+di)) + !

2_i<z +1)((a — bi)(c — di)).

Wenn die konstanten Faktoren dem f zugeschlagen werden (Vorberechnung),
ergibt sich eine Vorschrift, die zwei Multiplikationen benétigt und vier Ad-
ditionen. Die Bildung von a + b und a — bi wird wieder nicht gezéhlt.



10 Awufgabe 10:

Sei IF ein Korper und x4, ..., x, € F. Die elementarsymmetrischen Funktio-
nen of,..., o, sind definiert durch

n
op = x1+...—|—xn:in
i=1

n

cr;‘ = I1To + T1T3 + ToX3 + T 1Ty + ToTy + T304 + ... + Ty 1T, = Z T; g
i,k=1,i#k
n
o, = l‘lfL'Ql‘n:Hl‘Z
(a) Zeigen Sie fiir m = 2,...,n die Rekursion
m m—1
o' = Tpoj: 1+0 Lji=2....m-1
m m—1
Jm - xmam—l

mit dem Startwert o! = x;.

(b) Zeigen Sie, daB o}, ..., o" in n*+0(n) Additionen und Multiplikationen
berechenbar sind.

Lésung:

(a) klar.

(b) Durch Induktion. Seien 01,.. ,0r bereits berechnet. Dann benétigt
man zur Berechnung von o Jewells héchstens eine Addition und eine
Multiplikation, insgesamt genau n Multiplikationen und n Additionen.
Zur Berechnung der ersten Folge wurden Weniger als "—2 + c¢n MP und

ADD benétigt, also jetzt weniger als & "H +ec(n+1) MP und ADD.



11 Aufgabe 11:

Losen Sie folgende simultane Kongruenzen:

(a)
7mod 30
5mod 77 in C.

f = 2224+ 7Tmodz* —1
f = 2242+ 1modz* + 1 inIR[z].
(a) Obwohl so einfach, mit euklidischem Algorithmus.
77:30 = 2R17
30:17 = 1R13
17:13 = 1R4

13:4 = 3R1
4:1 = 4RO
Nach endlosem Rechnen:
13—-3-4 =1
17 —13 =4 = 3-17T—4-13 = 3-4—13 4-13-3-17=1
30— 17 = 13 = 4-30—-7-17 = 4-13-3-13 1

77—-2-30 = 17 = 7-7T7—-18-30 = 7-17—-4-30

4o d

18-30=7-77=1

Eine Losung ist damit 5-18-30—7-7-77 = —1073 = 1237.

(b) Siehe oben.

(24+1) : (*-1) = 2 R z+1
(22-1) : (z+1) = 22—2z+1 R =2
und damit

—2(Z -1 +3(+1)(z2—2+1) =
(2P +1)—2(2° = 1) =
1=+ D)D) - EFP-2+ D)+ 3)(P-1) =
s —z4+ 1) (z+1)—2(z% - 1) =

Wir erhalten also:

z+1 =

1 1
5(22—z+1)(z4+1)—5(23—22+z+1)(z3—1) =1.

Damit ist die gewiinschte Zerlegung erreicht, und eine Losung ist

(222—1—7)%(22—z+1)(z4+1)—(z3+z+1)%(z3—22+z+1)(z3—1).



12 Aufgabe 12:

Seien pq, ..., p, paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen und p =p;-... p,.

(a) Zeigen Sie, daf} die modulo p eindeutig bestimmte Losung der Kongru-
enzen
r=a;,modp;, 1=1,...,7,

r w(pi)
)

i—1 \Pi
gegeben ist. ¢ ist dabei die Eulersche -Funktion.

durch

(b) Benutzen Sie dieses Resultat zu einer alternativen Losung zu Aufgabe
11 a).

Lésung;:

(a) (p;) ist die Gruppenordnung der Gruppe M,,. Damit ist z#®) = 1
fir jedes x (modulo p;), das teilerfremd ist zu p;. Insbesondere ist

<§)¢(pi) = 1 modulo p; und natiirlich 0 modulo py fir & # 4. Dar-
aus folgt der Satz.

(b) Es gilt ¢(77) = 60 und ¢(30) = 8 (nach Programm in Unterverzeichnis
A13). Also ist die gesuchte Zahl

7-77% +5-30% mod (30 x 77) = 1237.

Gerechnet mit be. Achtung: Kein -1-Flag angeben! Beispiel:

stokes’, bc

T7-8%x7+30760%5
2119557913760810175714721660050000000000000000000000000000000000000000\
00008650154040833767

(77°8x7+30760%5) % (30%77)

1237

stokes



13 Awufgabe 13:

Geben Sie ein erzeugendes Element fiir die Gruppe Mss5 an.

Losung;:

Erzeugende Elemente sind 2, 3, 8, 12, 13, 17, 22 und 23. Gerechnet mit
dem Programm im Unterverzeichnis A13. Alternative Losung: Erzeugende
Elemente von M, sind auch erzeugende Elemente von M, also sind 2 und
3 erzeugende Elemente fiir Mos.

14 Aufgabe 14:

Sei n =ny-...-n, mit paarweise teilerfremden Faktoren nq,..., n,.

Zeigen Sie die Isomorphie

Losung;:

Sei ohne Einschrankung » = 2. Sei ¢ € M,,. Dann ist ¢ teilerfremd zu n,
also auch zu n; und no, und die natiirliche Abbildung ¢ von ¢ auf das Tu-
pel (emodny, cmodnsy) ist bijektiv. Gleichzeitig erhélt diese Abbildung die
Multiplikation, d.h. ¥ (c1¢1) = ¥(¢1)1(cs), und die Gruppen sind isomorph.



15 Awufgabe 15:

Die Radix-4-FFT hat fiir n=4%, t € IN, die Form
mit den Radix-4-Schmetterlingen

I D D? D3
I iD —-D* —iD?
I -D D* -D3
I —iD -D* iD?

B, =

mit [ = I,)4, D = D,,/4 und einer Permutationsmatrix F,.

Zeigen Sie: Ist k = (b;_1,...,bp)s die Darstellung von k beziiglich der Basis
4, und k' = (bg, ..., b_1)4, SO ist

(Py)k =yw, k=0,...,n—1.

Lésung;:
Sei n = 4m. Sei p = 4. Nach Vorlesung gilt

Pny = ([ka & Pn)Pp,my

Wir zeigen den Satz durch vollstéandige Induktion iiber ¢. Fiir t = 1 ist der
Satz klar. Sei der Satz nun fiir P, giiltig, d.h. P,(x) = 21(3,m), I die Funktion,
die ein Bitreversal der Léange ¢t = log, m auf = ausfiihrt.

Sei k = ko + mky, 0 < k; < p. Fiir die in der Vorlesung definierte Funktion
Py gilt (P ) mky ks = Thy4pky - Fiir das Kreuzprodukt gilt ((1, ® P,)y), =

(P (Yrymet)i) ko -
Dann gilt

Py = (I @ Pn) Bpmy),,

((( PyomY)kam+i)i) ks
(( pmy)k1m+2)2)l(kz,m)
(Ypith)i) I(kasm)
= Ykym+I(ka,m)

= YI(kmn)-

(
(P
= (
(

Bemerkung: Der Satz 148t sich noch verallgemeinern. Fiir den Fall von ver-
schiedenen Primfaktoren, nach denen die Cooley-Tukey-FT ausgefiihrt wird,
definiere fiir n = II"" ;p;, und 0 < ¢; < p; die Funktion

Z alliops) = > et i
k=0



Pn(:L‘) = :L‘[(m) .

Bemerkung: Fiir n = pypy erhélt man (Px)gp, +i = Titip,. Betrachtet man x
als py - po-Matrix, so beschreibt P die Durchfiihrung der Transposition auf
der Matrix.

16 Awufgabe 16:

Zeigen Sie:
(a) Fiir n =2 ¢ € IN, kommt die Radix-2-FFT mit 5nlog, n FLOPs aus.

(b) Fiir n = 4', ¢t € IN, kommt die Radix-4-FFT mit 4.25nlog, n FLOPs
aus.

Losung;:
Beweis nach dem Diagramm der Vorlesung.

(a) Um den Schmetterling der Vorlesung anwenden zu koénnen, braucht
man 2 komplexe Additionen und 1 komplexe Multiplikation, also ins-
gesamt 10 FLOPs. Pro Schritt miissen n/2 Schmetterlinge angewandt
werden, die Iterationstiefe ist log, n. Insgesamt gibt das 5nlog, n FLOPs.

(b) Zur Anwendung der Matrix B,, miissen zunéchst 3 komplexe Multi-
plikationen durchgefiihrt werden. Da wir Multiplikationen mit ¢ nicht
zéhlen (reine Umordnung), brauchen wir bei geschickter Anordnung
noch 8 weitere Additionen. Zunéchst werden Summe und Differenz von
x1 und z3 gebildet, dann Summe und Differenz von x5 und x4, durch
jeweils eine weitere Addition/Subraktion erhélt man das Ergebnis. Ins-
gesamt erhalten wir damit eine Komplexitit von 34 FLOPs zur An-
wendung eines Schmetterlings. Pro Schritt miissen n/4 Schmetterlinge
angewandt werden bei einer Iterationstiefe von log, n = % log, 1, macht
zusammen 4.25n log, n FLOPs.

Bemerkung: Fiir grofere Einheiten, z.B. n = 8, werden die Ergebnisse noch
besser.

Bemerkung: Viele Beweise und Ideen finden sich in Van Loan, Computational
Frameworks for the FFT.



17 Awufgabe 17:

Schreiben Sie ein nicht-rekursives Programm fft (n,y) fiir die Radix-2-Version
von Cooley-Tukey. Vergleichen Sie Resultat und Laufzeit fiir n = 1024 mit
der IMSL-Routine

imsl_c_fft_complex().

Losung;:

Im Verzeichnis A17. Die Geschwindigkeiten sind vergleichbar, NAG ist so-
gar bei vorgegebenem Permutationsvektor und vorberechneten Gewichten w®
langsamer als die einfache Implementation der CT-FFT.

18 Aufgabe 18:

Konstruieren Sie mit Hilfe des chinesischen Restsatzes einen Algorithmus
zur Berechnung der Faltung der Linge 4, der mit 5 Multiplikationen und
15 Additionen auskommt. Vorberechnungen auf einem der Faktoren werden
nicht gezahlt.

Losung:

Eine Faltung entspricht der Multiplikation zweier Polynome modulo z" — 1.
Setze

p(z) = -1
pi(z) = -1
pa(z) = 22 +1

1

q1 = B
1
Q@ = D)

Dann sind die Voraussetzungen einer alten Aufgabe erfiillt, und es gilt
(fg)modp = (p2q1(fg)modp1 + p1g2(f g)modpz)modp.

Eingesetzt:
(Fomodp = (= 1(((fo— ) + (i~ F)2)((g0 — 92) + (o1 — ga)2)mod(2* + 1)

(2 Do+ )+ (i £ (g0 +92) + (91 + g9)7Imod(2 — 1)

Die Faltung der Lénge zwei kann dann mit 2 Multiplikationen und 4 Addi-
tionen realisiert werden. Die Multiplikation modulo 2?2 + 1 kann durch den



Algorithmus zur schnellen Multiplikation komplexer Zahlen mit 3 Multipli-
kationen und 3 Additionen realisiert werden. Insgesamt benotigt man damit
5 Multiplikationen und 4 + 4 + 3 + 4 = 15 Additionen.

Da der Algorithmus noch einmal benutzt wird, hier die genaue Rechenvor-
schrift:

so = —s(fo—f2) to = go— g2
s1 = —3(fi—f3) t = g1—gs
sy = —5(fotfa) b2 = go+g
s3 = —3(fi+fs) t3 = g1+0s
moy = Saty
my = Ssts
t6 = My + my
bz = mog—my
Sg = S+ s3 lg = ta+13
S9g = 82— 83
mg = Salg
m3 = Sgt3
my = Sgla
tig = mg —mg
tir = mo—my
iz = —tg+ 1o
tig = —tlr+tn
tiy = tg+tio
tis = tr+tn

Bemerkung: ms geht in jedes Ergebnis einmal ein.

Bemerkung: tg enthélt die Summe aller f.

19 Aufgabe 19:

Geben Sie einen Algorithmus an, der die Fourier-Transformation der Lange
n = 2! fiir zwei reelle Vektoren in 5nlog, n + 4n Flops ausfiihrt.

Losung;:
Seien die Vektoren in a und b gegeben. Setze y; := ay, + iby. Fiir die Fourier-
transformation eines reellen Vektors a gilt:

= a
mit der Definition a_; := a,,_;. Insbesondere gilt fiir y:
9; = a; + b,

und B
Y_; =a_j—ib_j = a; —ib;.



Damit ist fiir j # 0 a; = %(Q] + gjfj) und Bj = %(g)j — 37)7]»). Die Anzahl der
Operationen ist 4n+ die Anzahl der Operationen zur Durchfithrung einer
komplexen Fouriertransformation.

20 Aufgabe 20:

Die Sinus-Transformation der Lénge n ist definiert durch

n—1

U = Z sin(l{;jw/n)yj, k=1,...,n—1.
j=1

(a) Berechnen Sie die inverse Transformation.

(b) Geben Sie einen Algorithmus an, der die Sinus-Transformation der
Linge n = 2¢ fiir reelle Vektoren mit gn log, n+ O(n) Flops berechnet.

Lésung;:

(a) Setze ynij == —y;, Yo := 0. Es gilt:

n—1
gr = Y sin(kjm/n)y;
7=0

1 2n—1

. ikjm/n
= =D ¢ Yj
21 i35

Die Sinustransformation ist also eine Fouriertransformation auf dem
Vektor y. Es gilt 9,4; = —9;. Die inverse Fouriertransformation liefert
die Formel

1 4 .
Yp = - Z sin(kjm/n)y;.
=0

21 Aufgabe 21:

Leiten Sie einen Algorithmus zur Fourier-Transformation der Lénge 5 her,
der mit 5 Multiplikationen und 17 Additionen auskommt.

Losung;:

Die Matrix F5 der Fourier-Transformation der Linge 5 ist, nach Streichung
der ersten Zeile und der ersten Spalte, isomorph zu der Gruppentafel der
Gruppe Ms5. Diese Gruppentafel ist, da 5 prim ist, nach Umordnung eine zy-
klische Faltung, denn M5 wird zum Beispiel vom Gruppenelement 2 erzeugt.
Zur Anwendung von F5 auf einen Vektor y wird also zunéchst eine zykli-
sche Faltung der Lénge 4 durchgefiithrt auf (y;,y2ys,y4). Nach einer alten



Aufgabe benétigt dies 5 Multiplikationen und 15 Additionen. In diesem Al-
gorithmus kommt das Ergebnis der ersten Multiplikation immer additiv vor.
Wenn man daher dort auf das Ergebnis der ersten Multiplikation y, aufad-
diert, erhélt man die korrekten Werte fiir (gx), k = 1...4. Zur Bestimmung
von 7, miissen alle Werte addiert werden. Im Verlauf der Faltung wird die
Summe von ¥ .. .y4 berechnet, darauf mufl nur noch yy addiert werden.

22 Aufgabe 22:

Leiten Sie einen Algorithmus zur Losung der Randwertaufgabe

ou __
5, =0
ou __
5% =0

auf einem nxm-Gitter in O(nmlog,(nm)) Rechenoperationen her.

Losung;:

In der Vorlesung wurde bereits eine Losung der eindimensionalen Aufgabe
mit v = 0 auf dem Rand hergeleitet. Wir leiten eine Losung der eindimensio-
nalen Aufgabe mit % = 0 her. Die dabei auftretende Matrix A unterscheidet
sich von den Dirichlet-Randbedingungen dadurch, daf in der ersten und let-
zen Zeile auf der Nebendiagonalen eine 2 statt einer 1 auftaucht.

Sei j fest und ¢ := cos(wkj/n). Wir zeigen, dafl ¢ ein Eigenvektor von A ist.
Es gilt

tkjm/n
e o o
Ch—1t+Cp+ Cy1 = 5 (e*Zk]W/” ) elk]ﬂ'/n)

efzkﬁr/n

(eikjﬂ/n 24 e—ikjw/n)

tkjm/n —ikjm/n
- ¢ *‘26 (2sin (jr/n) — 2)

= ¢ (2sin(jm/n) —2)

In allen Zeilen aufler der ersten und der letzten erfiillt ¢ also die Eigenwert-
gleichung zum Eigenwert 2sin (j7/n)—2. Fir k = 0 gilt aber immer ¢; = ¢_q,
und damit 2co + 2¢; = ¢_1 + 2¢o + ¢1 = (2sin (jm/n) — 2) ¢p. Ebenso zeigt



man die Gleichung fiir die letzte Zeile. Wir haben damit ein vollstdndiges
Eigenwertsystem von A. Die Matrix der Eigenvektoren ist die Matrix der
Cosinustransformation. Damit kann die Losung der Poissongleichung wie in
der Vorlesung durch Aufspaltung von A berechnet werden.

23 Aufgabe 23:

Schreiben Sie ein Programm £f£t7(y), das die Fourier-Transformation der
Lange 7 mit 8 Multiplikationen und 36 Additionen berechnet. Schreiben Sie
damit eine Fourier—Transformation der Lénge 28, die mit 36 Multiplikationen
und 200 Additionen auskommt.

Losung;:
aufg28.c.



24 Aufgabe 24:

Sei P die natiirliche Darstellung von D, auf einem 4 Gitter, und sei A eine
(16,16)-Matrix mit den Symmetrien von P. Zeigen Sie, dal A nach Satz
IV.1.2 in je zwei Matrizen der Dimensionen 1, 3 und 4 zerfallt.

Losung;:
Nach Satz IV.1.2 ist zunéchst die natiirliche Darstellung P,, auszureduzieren.
Wir l6sen diese Aufgabe mit Orbits.

Ausreduzieren einer Darstellung bedeutet, dal wir eine Basis des IR' an-
geben, beziiglich der die Darstellung eine Blockdiagonalgestalt hat. Auf der
Blockdiagonalen stehen dann jeweils irreduzible Darstellungen.

Algebraisch ist dies eine Reduktion auf invariante Teilrdume. Diese Teilrdume
suchen wir nicht im IR'®, sondern in anderen, einfach zu bestimmenden
Teilrdumen. Diese nennen wir Orbits. Wir betrachten folgende Numerierung
unseres Quadrats:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

Durch Drehungen und Spiegelungen werden die Punkte 1, 4, 13 und 16 in-
einander iiberfithrt. Der Spann der Einheitsvektoren eq, e4, €13 und e bildet
also einen invarianten Unterraum unter allen Matrizen der Darstellung P,.
Gleiches gilt fiir die Vektoren eg, e7, e;p und eq;. Die Struktur dieser Un-
terrdume ist gleich.

Ebenso werden die Punkte 2, 3, 5, 8, 9, 12, 14 und 15 durch P, ineinander
iiberfiithrt. Die zugehorigen Einheitsvektoren bilden wieder einen invarianten
Unterraum, die Struktur ist aber jetzt anders (sogar die Dimension).

Man sieht leicht, daf§ es nur vier verschiedene Klassen von auf diese Weise
gewonnenen invarianten Unterrdumen gibt:

(a) Den Unterraum, der nur aus einem Punkt im Nullpunkt besteht (Di-
mension=1).

(b) Den Unterraum, der durch Drehung und Spiegelung eines Punktes mit
0 kleiner Winkel gegen die z-Achse kleiner 45 Grad entsteht (Dimensi-
on=s).

(c) Den Unterraum, der durch Drehung und Spiegelung eines Punktes auf
der z-Achse entsteht (Dimension=4).

(d) Den Unterraum, der durch Drehung und Spiegelung eines Punktes auf
der Diagonalen entsteht (Dimension=4).



Bemerkung: Falls die zugrundeliegende Gruppe D, ist, so erhélt man Dimen-
sion 2n fiir Unterraum 2 und Dimension n fiir Unterrdume 3 und 4.

Eine vollsténdige Liste von irreduziblen Darstellungen wurde bereits gegeben.
Es sind dies:

pr(87%) = 1, pols'r®) = (~1)1, pa(sir®) = (~1)F und py(sirt) = (1)
(eindimensional) und mit einer vierten Einheitswurzel w

wt = (5 5 )= (5 )

In unserem Beispiel haben wir zwei Unterrdume der Klasse I/ und einen
Unterraum der Klasse V.

Es reicht nun, diese Unterrdume auszureduzieren. AnschlieBend haben wir
die Aufgabe gelost, nicht nur fiir das 4 x 4-Gitter, sondern fiir jede Matrix
mit den Symmentrien von Dy. Wir betrachten folgenden Vertreter der Klasse
11

1 2
3 4

Wir bestimmen nun Vektoren, beziiglich derer die natiirliche Darstellung P,
auf diesem Viereck in irreduzible Darstellungen zerfallt.

Wir betrachten p;. Sei x ein Vektor mit P,(s'r*)z = pi(s'r*)x = 2. Setze

x1 := 1, dann gilt sofort z, =1 fir k=1...4.

Betrachte ps. Fiir a3 := (—1)* gilt B,(s'r*)z = p3(s'r*) = —1*z.
Betrachte ps. Setze z), := w* und y, := &*. Es gilt P,(r*)z = w*z, P,(r*)y =
ok, Py(sr®)z = wFy und P, (srk)y = wkz.

Beziiglich der angegebenen Vektoren ist P, die (ausreduzierte) Darstellung

P1
P3
Ps

Die Klasse I'V macht etwas mehr Arbeit. Wir finden folgende Basisvektoren:

11 -1 1 1 -1 1
1 1 1 -1 1 -1 -1
1 1]’ -1 1 1 -1 1 ’ -1

&
w
—_
&l
w
—_
&
w
|
—_
&
w

&
&
&l
no
€l
|
&
no
&
|
&

1

—1
—1



zur Darstellung ps (zweimal). Damit hat unsere Klasse IV der Dimension 8
beziiglich dieser Basisvektoren die Darstellung

P1
P2
P3
Pa
Ps
Ps

Nun zuriick zur Aufgabe. Unsere Diskretisierung hat zwei invariante Un-
tergruppen des Typs IV und eine invariante Untergruppe des Typs I1. Die
zugehorige Darstellung P,, kann mit der obigen Rechnung reduziert werden
zu

Py =3p1+ 2p2 + 3p3 + 2ps + 4ps.

Nach Satz IV.1.2 zerfillt A damit in zwei Matrizen der Dimension 3 (p1, p3),
zwei Matrizen der Dimension 2 (ps, ps) und zwei Matrizen der Dimension 4

(ps5)-

25 Aufgabe 25:

Seien p, ¢ € C und f(z) = 23 + px + q.

(a) Bestimmen Sie eine Faltung A der Lange 3, so da8 f das charakteristi-
sche Polynom von A ist.

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte von A nach Satz IV.1.2.

(¢) Geben Sie Formeln an fiir die Nullstellen von f (Cardanischer Formeln).

Losung;:
(a) Das charakteristische Polynom der Faltung

A:

b
a
c

>0 2
_ 0

ist (a —A)3 +0® + 3 — 3(a — \)be. Wir withlen also a = 0, p = —3bc

und ¢ = —b* — . Es gilt ¢ = —& und 0° 4 ¢b® — 3p* = 0 und damit

2
(0°)12 = —g + (g) + 3p°.



(b) Sei X eine zyklische Faltung der Léange 3. Nach einem Satz der Vorle-
sung hat X die Symmetrien der Darstellung p(a*) := P* der Gruppe
G =1, a,a? mit der Matrix

pP—

_ o O
O O =
O = O

Nach einem weiteren Satz der Vorlesung kann man p ausreduzieren,
also schreiben als direkte Summe von irreduziblen Darstellungen. Die
irreduziblen Darstellungen von G sind gerade die Multiplikationen mit
den dritten Einheitswurzeln. P mufl also diagonalisierbar sein, in der
Tat gilt mit einer einfachen dritten Einheitswurzeln w

1 1 1 10 0
A=A""PAmitA=]1 w > |[,A=]0 w 0
1 w? w 0 0 w?

X hat die Symmetrien von p. Nach Vorlesung hat X damit beziiglich
derselben Basis, beziiglich der P eine Diagonalmatrix ist, ebenfalls Dia-
gonalgestalt. Tatsdchlich errechnet man (mit MAPLE), dafl eine allge-
meine Faltungsmatrix der Dimension 3 mit den Koeffizienten (e, f, g)

die Form
e+f+g 0 0
0 e+wf+wig 0
0 0 e+ wif +wg

hat. Insbesondere sind die gesuchten Eigenwerte a 4 b, wa + w?b und
w?a + wb.

(c) Einsetzen von a und b in die obige Formel fiir die Eigenwerte liefert die
Cardanischen Formeln.

26 Aufgabe 26:

Sei e; der i-te Einheitsvektor in C", und sei P = (eg, ..., €,_1,€n,€1).
Zeigen Sie: Die (n,n)-Matrix A ist genau dann eine Faltung, wenn P™A =
AP™ fiir ein m mit ggt(m,n) = 1.

Losung;:

Es gilt (PAP"); j = Aiy1,j41. Die Addition wird modulo n durchgefiihrt. Da-
mit ist A eine symmetrische Faltung, falls A = PAP". Sei nun P"A(P")™ =



Aund im+kn = 1. Esgilt A = PmA(PH)™ = PmA(P™)t = pimthkn A(pimthn)t —
PAP' und A ist symmetrische Faltung.

27 Aufgabe 27:

A sei eine zyklische Faltung der Lange n und ny sei fiir jeden Teiler d von n
der Grad des zugehorigen Kreisteilungspolynoms.

Geben Sie einen Algorithmus an, der das Gleichungssystem Az = b (ohne
Vorberechnungen!) mit n Divisionen und

N(n)zZ(%Jrnfl—%)

Multiplikationen 16st.

Losung;:

In der Vorlesung wurde eine Zerlegung der Matrix A angegeben, so daf
B™'DB = A mit einer Blockdiagonalmatrix D und Matrizen B und B~!
mit ganzzahligen Eintrigen. Zur Losung von Az = b muff mit B und B~}
multipliziert (durch Addition!) und das Gleichungssystem Dy = z gelost wer-
den. In D gibt es Untermatrizen der Dimension n, fiir jeden Teiler d von n.
Der Gesamtaufwand in Multiplikationen berechnet sich daher wie angegeben.

28 Aufgabe 28:

Sei A eine 175 x 175-Matrix, welche die Symmetrien des Weihnachtssterns
(siche Abbildung) hat. (D.h.: Ist P die Permutation der Punkte des Sterns,
die von einer den Stern in sich iiberfithrenden Bewegung erzeugt wird, so ist
P'AP = A)

Zeigen Sie: Bei der Anwendung von Satz IV.1.2 zerféllt A in 8 Matrizen der
Dimensionen 23, 7, 12, 17, 19, 29, 29 und 29.

29 Aufgabe 29:

Seien A, B endliche Gruppen und G = A® B. Sei py, ..., pm ein MIP fiir A



und o4, ...,0, ein MIP fiir B. Zeigen Sie: Die Abbildungen
Tic(ab) = pi(a) @ ox(b), i=1,....m, k=1,....n
bilden ein MIP fiir G.

Lésung;:

(a) 7 ist eine Darstellung. Dies macht man sich sofort klar anhand der
Formel

(AB)® (CD) = (A® C)(B® D).

(b) Es gilt fiir das auf den Charakteren definierte Skalarprodukt:

1
< Tig, TJL> = ——— tr (7 (ab))tr(7y)
A6, j

a€A,beB

1
~ 4B Y- tr(pia)tr(on(d))tr(p;(a))tr(o(b))

acA,beB

unter Benutzung der Formel tr(A ® B) = tr(A)tr(B). Die Orthogona-
litdt folgt sofort aus der Orthonormalitédt von p und o.

30 Aufgabe 30:

Sei z € IR" und S = (ea, ..., en, 1) mit den Einheitsvektoren e; € IR". Sei
X =(z,8z,...,58"12). Zeigen Sie: X*X ist Toeplitz—Matrix.

Losung;:

X ist zyklische Faltung, ebenso X*, das Produkt von zyklischen Faltungen
ist wieder zyklische Faltung.

31 Aufgabe 31:

In der Vorlesung wurde der Algorithmus von Trench fiir allgemeine Toeplitz—
Matrizen definiert.

(a) In dem Originalartikel von Trench wird der Algorithmus nur fiir sym-
metrische Toeplitz—Matrizen definiert. Berechnen Sie fiir diesen Fall
den Aufwand zur Losung eines Gleichungssystems.

(b) Fiir zyklische Toeplitz—Matrizen kann der Algorithmus vereinfacht wer-
den, so daB nicht mehr O(n?) Matrixelemente zwischengespeichert, wer-
den miissen. Beschreiben Sie den neuen Algorithmus und berechnen Sie
den Aufwand zur Losung eines Gleichungssystems.



Losung;:

(a)

(b)

32

Im Algorithmus werden die Matrizen Ay und A_; definiert. Man sieht
sofort, daf fiir symmetrische Matrizen A_j durch Vertauschung von
Spalten und Zeilen aus A, hervorgeht.

Das Vorgehen fiir zyklische Matrizen ist nicht so einfach. Wir betrach-
ten das Vorgehen fiir n = 1. Im normalen Algorithmus von Trench
bleibt die erste Zeile unberiihrt. Im fiir zyklische Matrizen modifizier-
ten Algorithmus addieren wir auch auf die erste Zeile ein Vielfaches der
dariiberliegenden Zeile. Dies ist natiirlich die letzte Zeile der Matrix.
Die Eintrige dieser ersten Zeile sind bereits in den anderen Zeilen be-
rechnet worden. Dadurch wird A; wieder zyklisch, ebenso verfahrt man
mit A_; und erhilt, dafl alle auftretenden Matrizen zyklisch sind. Ins-
besondere reichen O(n) Speicherplidtze zur Speicherung der einzelnen
Matrizen. Zusétzlich ist die letzte auftretende Matrix A, eine Diago-
nalmatrix, so dafi das Riickwértseinsetzen entfallt.

Aufgabe 32:

In der Vorlesung wurde ein schneller Algorithmus zur Berechnung der LU-
Zerlegung des Produkts zweier Matrizen mit kleinem Verschiebungsrang an-
gegeben.

(a)
(b)

(c)

Berechnen Sie die LU-Zerlegung einer Toeplitz—Matrix.

Fiihren Sie den Algorithmus zur Multiplikation von zwei Matrizen mit
kleinem Verschiebungsrang explizit mit zwei Toeplitz—Matrizen durch.

Berechnen Sie den Aufwand in Rechenoperationen.

Lésung:

(a)

(b)

Fiir eine Toeplitz—Matrix 7' sei T'= L+ D+ U die LDU-Zerlegung. Es
gilt fiir die (n, n)-Einheitsmatrix [

T=LI+1(D+U)=:LI+IR.

Sei T1 = Llj + IRl und TQ = LQI + IRQ Damit gllt
TVl = (L1Lo)] + I(R1Rs) + L1 Ry + Ry Lo.

Bis auf das letzte Produkt sind alle bereits in der richtigen Form. Dies
muf} noch in drei Einzelprodukte umgewandelt werden wie in der Vor-
lesung, wir erhalten eine LUZerlegung vom Grad 6.



(c) Essind 4 zyklische Faltungen der Lénge n zu berechnen, macht 4n log n+
O(n) Rechenoperationen.

33 Aufgabe 33:

Der Algorithmus von Morf berechnet die LU-Zerlegung der Inversen ei-
ner Matrix A mit Verschiebungsrang «. Nehmen Sie an, dafl bereits LU-
Zerlegungen vom Grad o der im Algorithmus auftretenden Matrizen Ay

und (Agy — Ag1 A7 Arp) ™! bekannt sind.

(a) Wie grof} ist der Grad der mit dem Algorithmus von Morf berechneten
LU-Zerlegung?

(b) Wie grof} ist der Grad fiir eine Toeplitz—Matrix A?

(c) Geben Sie einen Algorithmus an, der den Grad der LU~Zerlegung mit
O(nlogn) Operationen auf « + 2 reduziert.

Losung;:

(a) Sei durch rekursive Anwendung Co, und Aj7' bereits berechnet mit dem
Grad a. Dann hat Oy den Grad «, Cj; hat den Grad o + 81a®, Cs
hat wie Cs; den Grad 9a3. Begriindung: Bei der Multiplikation von
zwei LU—-Zerlegungen ist der Grad 3 mal das Produkt der Grade der
Einzelzerlegungen.

(b) Durch den Algorithmus wird der Grad von 2 auf 2592 erhoht.

(c) In der néchsten Aufgabe wird gezeigt, dafl man zur Berechnung der
LU-Zerlegung einer Matrix nur die ersten « Zeilen der Matrix benotigt,
falls die linke obere (o, a)-Teilmatrix invertierbar ist. Man sieht leicht,
dafl zur Berechnung der oberen o Zeilen der Matrix LU fiir jedes Ma-
trixelement maximal o Summanden aufsummiert werden miissen, dies
ergibt einen Aufwand von O(n) zur Berechnung der ersten « Zeilen ei-
ner Matrix aus ihrer LU—Zerlegung. Mit dem Algorithmus der néchsten
Aufgabe erhalten wir so sogar nur einen Aufwand von O(n). Alterna-
tiv konnen die Eintrdge auch durch eine Faltung berechnet werden, in
diesem Fall betriagt der Aufwand O(nlogn).



34 Aufgabe 34:

(Programmieraufgabe, Abgabe: 3. Februar 1995)
Programmieren Sie folgende Prozeduren, die zur Implementation des Algo-
rithmus von Morf benétigt werden.

(a) Sei ftrans((complex *)x, int n, int sign) eine Prozedur, die fiir
n = 2™ und sign = 1 auf dem komplexen Vektor x eine Fouriertransfor-
mation der Lange n mit O(nlogn) Operationen ausfithrt. Fiir sign =
—1 werde die inverse Fouriertransformation durchgefiihrt. Schreiben Sie
eine Prozedur convol ((complex *)x, (complex *) y, (complex *)z,
n), die fiir beliebiges n die (nicht notwendig symmetrische) Faltung der
Léange n der Vektoren z und y mit O(nlogn) Operationen berechnet
und das Ergebnis auf z schreibt.

(b) Sei A eine Matrix mit festem Verschiebungsrang a. Es sei bekannt,
daB fiir M = (ea,...,en,0) gilt: Die linke obere (o, a)-Teilmatrix von
A — MAM? ist invertierbar.
Es stehe eine Prozedur invert(matrix x,int n) zur Inversion von
(n,n)-Matrizen mit O(n®) Rechenoperationen zur Verfiigung. Schrei-
ben Sie eine Prozedur A, die die LU-Zerlegung von A mit O(n) Ope-
rationen berechnet.

Losung;:

(nur b, Theoretischer Teil) Zur Berechnung der LU—Zerlegung einer Matrix
reicht es nach Vorlesung, die Spalten der Matrix A — M AM?" nach einer Basis
des Bildes von A — M AM" der Linge « zu entwickeln. Die Bedingung in der
Aufgabe bedeutet, dal die ersten « Spalten linear unabhéingig sind. Nach
Definition des Verschiebungsrangs sind diese Spalten dann eine Basis.

Seien z € C° jeweils die ersten a Eintrdge der k-ten Spalte der Ma-
trix A — MAM?®. Da die ersten z; fiir k = 1...a eine Basis bilden, gilt
i1 Bjkxr = x; und damit Cf; = x; fiir die linke obere (a, a)-Teilmatrix.
Dies Gleichungssystem ist nun fiir j = 1...n zu lésen, der Aufwand betréigt

O(n + a?).

35 Aufgabe 35:

Seien z* die Iterierten des Tschebyscheff-Verfahrens zur Lésung von z =
Bx + c. Zeigen Sie:
vt = Bx’ ¢,
ol = wp(BaF o)+ (1 —wp)a* ™, k=1,2,...,
wp = 1+ D1 (5)/ T (5) -



36 Aufgabe 36:

Sei A= D + L+ R. Zeigen Sie, daf§ das SOR-Verfahren fiir Az = b von der
Form z*t! = Ba* + ¢ ist mit

B=(D+wL) ((1-w)D—-wR) .

37 Aufgabe 37:

Zeigen Sie: Fiir die Zahlen oy, 3 des CG-Verfahrens gilt

E+1)T k+1

g+ Ty
nggk

nggk

(6773

mit g¥ = Az* —b.

Lésung;:
Losungen dieses Zettels durch Nachrechnen.



